Horst Mller Mengenlehre

Informatik 3

* N:={0,1,2,...} Menge der natirlichen Zahlen
o [0: ={} :=dieleere Menge

» {a} = Einermenge mit Element a

* {&, ..., 8y} (aufzdhlende Form einer Menge)

o {x|E(X)} (Menge mit definierender Eigenschaft E(x))

{(xOM |EX)} = {x|xOM OE(X)}

XxOM o Xxist Element der Menge M

XOM o Xxistnicht Element der Menge M

XOY o Ox(xOX - xOY) (Teilmenge, Inklusion)

OM):={T|TUOM} (Potenzmenge)

Oe(M):={T|TOM OT endlich} (Menge der endlichen Teil-

mengen)
e XOY 1 XOYOXZY (echte Teilmenge)
e X nY ={x|xOXOx1IOYVY} (Schnitt)
e XOY ={x|xOXOx1IOYVY} (Vereinigung)
o X =Y  ={x|xOXOxUOY} (Differenz)

e X:=G-X (Komplement bzgl. der Grundmenge G)
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Horst Muller L Og| k

Informatik 3

« NEU :=ALT :o NEU ist definitionsgemafd gleich ALT

* NEU:- ALT :o NEU ist definitionsgemald aquivalent zu

ALT
e - A ‘o nicht A (Negation)
A B - AundB (Konjunktion)
A LB '~ Aoder B (Digjunktion)
A - B ‘o wenn A, dann B (Implikation)
Ao B .~ A genau dann, wenn B

(logische Aquivalenz)

Ox A o flralexgilt A (Allguantor)

OxOM:A o OxXXOM - A)
(relativierter Allquantor)

e X A . o esgibt (mindestens) ein x mit A
(Existenzquantor)

OxOM:A o Ox xOM OA)
(relativierter Existenzquantor)
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Horst M{iller M OﬂOlde

Informatik 3

* (M, 0,€)istein Monoid : -
MMenge 1 o:MxM - M 0O elM
OO0 x,y,zOM :(xoy) oz=xo(y o z) (Assozativitat)
OOxOM:eox=x=x0e (e neutral bzgl. o)

* (T, 0,€)isteindurch E I M erzeugtes Teil-Monoid des Monoids (M, 0, €) : o
Jedesx T -{e} hatdieFormx=y;0..0y,mity,,..,y,UE.

T ist durch E frei erzeugt, wenn fur X4 , ..., Xy, U E aul3erdem gilt:

X1{0..0Xy=Y10..0yY, - m=n Oxy=yq O..0X,=VYp
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Horst Mlller Monoid der Worter Uber )

Informatik 3

e > ={&,...,an} Alphabet (endlich, nichtleer)

« ¥ := Mengealler endlichen Folgen (Worter) tber ¥

€ ;= leeres Wort

S*:= 3 —{€} (nichtleere Worter)

econc:y xy o3 (Konkatenation)
e conc(ay...a,, by...0y) = &...a401...0, ; Uv =conc(u,v)
* |ag...ay|:=n ;|€|:=0 (Lange)

e Satz (3, cong, €) ist ein Monoid.
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Horst Miller Potenzen in Monoiden, Paare, Tupel, Produkt-Menge

Informatik 3

Potenzen in Monoiden:

Oze; x™li=xox"

* X
Geordnete Paare:
e (X,Y) ist en geordnetes Paar; X ist seine 1. Komponente, y seine 2. Komponente.
« Axiom der geordneten Paare: (x,y) =(u,V) o X=uly=Vv
Produktmenge und Tupel:
s AxB:={(X,y) | xUOA OylB} (Produktmenge)
* (Xq, ...y Xpp) ISt €N (geordnetes) n-Tupel (n = 2).

o A x . XA, ={(Xg,--Xp) | X1 OA7 O... Ox, O AR} (Produktmenge)
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Horst M{iller Rel atlonen

Informatik 3

Eine (zweistellige) Relation ist eine Menge von Paaren.
Eine n-stellige Relation ist eine Menge von n-Tupeln.
Rist RelationausAinB:- ROA xXB .

Rist Relationauf A: - RIOA XA .

o ldy ={(X,x) [ xUA} (Identitatsrelation auf A)
e XRy:o (X,y)OR
e RY:={(x,y) [ (y,X) OR} (Inverse Relation zu R)

xR1ly o yRx

RoS:={(x,2)| Oy (xRy) O(y Sz))} (Komposition von Relationen)
x(RoS)z ~ Oy ((xRy)U(y S2)

Satz: (I (A x A), 0,1d,) ist ein Monoid (Relationen-Monoid).

« R*:= { R"|nON} (reflexiv-transitive Hulle)
«R":= {R"InON -{0}} (transitive Hulle)
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Horst Mller Relationen mit speziellen Eigenschaften

Informatik 3

Ristreflexivauf A:o OXOA:XRX

Rist symmetrisch: o OX,yi(XRYy - YRX)

Rist antisymmetrisch: o OX,yi(XxXRyOyRX - x=vy))

Risttransitiv:- 0OX,y,z:(xRylyRz- xR2)

(X,y) ist R-vergleichbar : « xRy OYyRX

R ist Halbordnung (partielle Ordnung) auf A : -

Ristreflexivauf A O Risttransitiv [ R ist antisymmetrisch

Rist totale Ordnung auf A: —

Rist Halbordnungauf A 0O Ox,y OA :(X,Y) ist R-vergleichbar
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Horst Miller Aquivalenzrelationen, Zerlegungen,...

Informatik 3

Rist Aquivalenzrelation auf A : » Rist reflexiv auf A O Rist transitiv O R ist symmetrisch

 xR:={y|xRy} (R-Nachfolger-Menge von x)
e [X]|g =xR (Aquivalenzklasse, wenn R Aquivalenzrelation ist)
s Ry ={x|xRy} (R-Vorganger-Menge von y)

e XR={y| OxOX: xRy} (RBildvonX),RY = { x| OylY : xRy}
o Zist Zerlegung (Partition) von A : o
(0O O OO0 Z=A 0O0OB4,B, OO Z:(B;#B, - By n B,=10)

Eine Aquivalenzrelation R hat endlichen Index, wenn sie nur endlich viele Aquival enzkl assen be-
sitzt. Hat sie genau m Aquivalenzklassen, so sei Index(R) := m.

Satz: Die Aquivalenzklassen einerAquivalenzrelation auf A bilden eine Zerlegung von A.

Ristrechtseindeutig: - OX,y,Z:(XRyOxRz - y=2)

Rist linkseindeutig: - OX,y,z:(xRzOyRz - x=vy)
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Horst Mller Funktl Onen 1

Informatik 3

o f=(F, A, B)ist (partielle) Funktion (ausAinB) :~ FOA xB [ Fist rechtseindeutig

* A Quellbereich (domain), B Zielbereich (codomain)

o graph(f) :=F (Graph von f)

e dom(f) :=FB = {x| OyUB:xFy} (Definitionsbereich)

o fist totale Funktion : - fist partielle Funktion [0 dom(f) = A

«f:A B o OF f=(F A, B)ist partielle Funktion

« f: A - B wird auch zur Bezeichnung der Funktion f = (graph(f), A, B) benutzt.

o FUr x Jdom(f) bezeichnet f(x) den (eindeutig bestimmten) Funktionswerty mit x Fy.

ey=f(X) o XFy

* <X }|—> t> bezeichnet die Funktion, diejedem x den durch den Term t gegebenen Wert zuord-
net (‘&quivalent ist der Lambda-Term (A x.t)).

9of 17

[0 Horst Muller : Einfuhrung in die Theoretische Informatik 11, AnhangSS04.fm



Horst Mller Funktl Onen 2

Informatik 3

* Funktionskomposition (gnach f): Seif: A - Bundg:B - C.
gof = <x > g(f(x))>:A - C
e idy ;= (Idy, A, A) (Identitatsfunktion auf A)

o Satz: Die Menge aller partiellen Funktionen auf A bildet mit der Funktionskomposition und der
| dentitétsfunktion ein Monoid.

o f:A - Bistinektiv 1o [0Xq, Xo O dom(f) :(f(Xq) =f(X5) - X1 =X5)

« f:A 5 Bistsurjektiv i Oy0OB: Ox O dom(f) : y = f(x)

e f:A - Bisthijektiv : » fisttotal, injektiv und surjektiv

« f:A - Bistinvertierbar : g :B - A:(gof=idy OO fog=idg)

o Satz: fistinvertierbar — fist bijektiv.

« Satz/Definition: Istf: A - B invertierbar, so gibt es genau eineinverse Funktion f 1

e mitftof=idyundfofl=idg.

« graph( f ) = (graph(f))™
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Horst Miiller Funktionen 3, Schubfachprinzip

Informatik 3

« Zwei Mengen A und B sind gleichmachtig ( JA| = |B| ) genau dann, wenn es eine bijektive Funk-
tionf: A - B gibt.

o Aistabzahlbar : « |[A|=|N|
« O-Notation: Fur eine Funktionf: N - Nist
Of(n) ={gN - N|UOc,ngON:0On = ny:g(n) <cli(n)} .
Statt "g 0 O(f(n))" wird auch "g(n) = O(f(n))" geschrieben.
» Schubfachprinzip: Bel der Vertellung von m Objekten auf n Facher kommen in mindestens ein

Fach mindestens zwei Objekte, wenn m > nist (genauer: mindestens
((m - 1)div n) + 1 Objekte).

o Liften von Funktionen:
f:A - B wirdzugeordnet f =<X — {f(X)|xOX}>: 0O(A) - U(B)
« Umwandlung von Relationen in Funktionen:

ROA xBwirdzugeordnet R™:= <x > XR>:A - 0O(B)
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Horst Mller Charakteristische Funktion, Strukturvertraglichkeit

Informatik 3

 Charakteristische Funktion X einer Teilmenge A von G :
Xa(x) =1f xUA then 1else0
Strukturvertraglichkeit, Morphismen:
* h:M; - M5 ist ein Monoid-Homomorphismus (von (M1, 01, €7) in(M5, 05, 8)) ) : &
(%, y 0 My: h(x 03 y) = h(x) 0, h(y) O h(ey) = e,
* h:M; - M, ist eine monotone Funktion (Ordnungs-Homomor phismus) (von (M4, <7) in (Mo,
<)) e
Ox,y OMq: (X <1y - h(x) <5 h(y))
s ROM xMist vertraglichmit o:MxM - Mo
O X1, X2, Y1, Y2 UM: X3 Ry; O X Ry, - (X 0x) R(yp0Y2)

« Eine Kongruenzrelation auf einer algebraischen Struktur ist eine Aquivalenzrelation, diemit allen
Operationen der Struktur vertraglich ist.
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Horst Mller Typen

Informatik 3

Basistypen: int, nat, bool, char,...

Produkttyp: typ, X typ,

Alternativtyp: typ; | typo (digunkte Vereinigung)

Funktionstyp: typ; — typs

X:t:o Xhat Typt
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Horst Mller Grapher] 1

Informatik 3

« G=(P, K, quéelle, ziel) ist ein gerichteter Graph (mit Punktmenge P und Kantenmenge K) : -
quelle, ziel : K - P

« G=(P, K, V) ist einungerichteter Graph (mit Punktmenge P und Kantenmenge K) : -
v:K S {{x,y}| x,ydP}
* v(k) ={ab} ~ DieKantek hat die Endpunkte aund b.

e pf =<pg, K1, P1,---» Knyy P> 1St €N (a,b)-Pfad der Lange n (n O N) im gerichteten Graphen G : -
Pos P1s PrUP UKy, KhOK O pg=a Upy,=b 1
Oi(l<isn - qudlek) =p, -1 O zid(k) =py)
o [FUr ungerichtete Graphen ersetze " quelle(ki) = p; -1 U ziel(k;) = p; " durch
"vk)={pi-1. p}"]

 pf ist geschlossen, wenn pg = p,, gilt.
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Horst Miiller Grapher] 2

Informatik 3

e [&>g :={bUP|Esqibt einen (a,b)-Pfad in G } (Erreichbarkeitsmenge von ain G)

» Der ungerichtete Graph G ist zusammenhangend, wenn es zu jedem Punktpaar (a, b) einen (a, b)-
Pfad gibt.

« EinKreis(in G) ist ein geschlossener Pfad pf = <pg, k1, P1,---, Kn, P> IM ungerichteten Graphen
G mit Dl,] (1Si<an — ki 7z kj [] P * pj)
* Ein Zyklus (in G) ist ein geschlossener Pfad pf im gerichteten Graphen G mit
Di,j(lSi<an—>ki * kj [] B; * pj)
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Horst Miller Baume

Informatik 3

» Ein Baumist ein ungerichteter, zusammenhangender Graph ohne Kreise.

 Ein (ungeordneter) Wurzelbaumist ein gerichteter, zusammenhangender Graph mit eilnem ausge-
zeichneten Punkt w (Wurzel), den keine Kante als Ziel hat, und in dem jeder von w verschiedene
Punkt Ziel genau einer Kante ist.

» Ein Blatt ist ein Punkt, der nicht Quelle einer Kante ist.

* |n einem geordneten Wur zelbaumist zusétzlich fir jeden Punkt p die Menge der Kanten mit Quel -
le p total geordnet.

» Ein Binarbaumist ein geordneter Wurzelbaum, in dem von jedem Punkt, der kein Blatt ist, genau
zwel Kanten ausgehen.

e Satz: Jeder Binarbaum mit mindestens 2X Blttern hat einen Pfad, dessen Lange mindestensKk ist.
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Horst Miiler Trangtionssysteme

Informatik 3

o TS=(Sit, Akt, —) ist ein Transitionssystem : o
Sit ist eine Menge von Stuationen,
Akt ist eine Menge von Aktionen und

- [ Sit x Akt x Sit (Transitionsrelation, Ubergangsrelation).

e s e gl ie (sLas) O-

e TSist der Graph (Sit, -, <(S, & ) —> S>,<(S1, & S)) —> S,>) zugeordnet.

e TSist deterministisch o [s, s1, 2 [0 Sit: Ha Akt: s[a>s; O s[a>s, - $1=S
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	. N : = {0,1,2,...} Menge der natürlichen Zahlen
	. Æ := {} := die leere Menge
	. {a} = Einermenge mit Element a
	. {a1, ..., an} (aufzählende Form einer Menge)
	. {x | E(x)} (Menge mit definierender Eigenschaft E(x))
	. {x Œ M | E(x)} := {x | x Œ M Ÿ E(x)}
	. x Œ M :´ x ist Element der Menge M
	. x œ M :´ x ist nicht Element der Menge M
	. X Õ Y :´ " x (x Œ X Æ x Œ Y) (Teilmenge, Inklusion)
	. Ã(M) := { T | T Õ M } (Potenzmenge)
	. Ãe(M) := { T | T Õ M Ÿ T endlich} (Menge der endlichen Teil mengen)
	. X Ã Y :´ X Õ Y Ÿ X ¹ Y (echte Teilmenge)
	. X « Y := {x | x Œ X Ÿ x Œ Y} (Schnitt)
	. X » Y := {x | x Œ X ⁄ x Œ Y} (Vereinigung)
	. X - Y := {x | x Œ X Ÿ x œ Y} (Differenz)
	. X := G - X (Komplement bzgl. der Grundmenge G)
	Mengenlehre
	. NEU := ALT :´ NEU ist definitionsgemäß gleich ALT
	. NEU :´ ALT :´ NEU ist definitionsgemäß äquivalent zu ALT
	. Ø A :´ nicht A (Negation)
	. A Ÿ B :´ A und B (Konjunktion)
	. A ⁄ B :´ A oder B (Disjunktion)
	. A Æ B :´ wenn A, dann B (Implikation)
	. A ´ B :´ A genau dann, wenn B (logische Äquivalenz)
	. " x A :´ für alle x gilt A (Allquantor)
	. " x Œ M : A :´ " x (x Œ M Æ A) (relativierter Allquantor)
	. $ x A :´ es gibt (mindestens) ein x mit A (Existenzquantor)
	. $ x Œ M : A :´ $ x (x Œ M Ÿ A) (relativierter Existenzquantor)
	. (M, o, e) ist ein Monoid :´
	M Menge Ÿ o : M ¥ M Æ M Ÿ e Œ M
	Ÿ "x, y, z Œ M : (x o y) o z = x o(y o z) (Assoziativität)
	Ÿ "x Œ M : e o x = x = x o e (e neutral bzgl. o)

	. (T, o, e) ist ein durch E Õ M erzeugtes Teil-Monoid des Monoids (M, o, e) :´
	Jedes x Œ T - {e} hat die Form x = y1 o ... o yn mit y1 , ... , yn Œ E .

	. T ist durch E frei erzeugt, wenn für x1 , ... , xm Œ E außerdem gilt:
	x1 o ... o xm = y1 o ... o yn Æ m = n Ÿ x1 = y1 Ÿ ... Ÿ xn = yn

	. Â = {a1,...,an} Alphabet (endlich, nichtleer)
	. Â* := Menge aller endlichen Folgen (Wörter) über Â
	. e := leeres Wort
	. Â+ := Â* - {e} (nichtleere Wörter)
	. conc : Â* ¥ Â* Æ Â* (Konkatenation)
	. conc(a1...an, b1...bm) := a1...anb1...bm ; uv = conc(u,v)
	. |a1...an| := n ; | e | := 0 (Länge)
	. Satz (Â*, conc, e) ist ein Monoid.
	Potenzen in Monoiden:
	. x0 := e ; xn+1 := x o xn

	Geordnete Paare:
	. (x, y) ist ein geordnetes Paar; x ist seine 1. Komponente, y seine 2. Komponente.
	. Axiom der geordneten Paare: (x, y) = (u, v) ´ x = u Ÿ y = v

	Produktmenge und Tupel:
	. A ¥ B := {(x, y) | x Œ A Ÿ y Œ B } (Produktmenge)
	. (x1, ..., xn) ist ein (geordnetes) n-Tupel (n ³ 2).
	. A1 ¥ ... ¥ An := {(x1,...,xn) | x1 Œ A1 Ÿ ... Ÿ xn Œ An} (Produktmenge)
	. Eine (zweistellige) Relation ist eine Menge von Paaren.
	. Eine n-stellige Relation ist eine Menge von n-Tupeln.
	. R ist Relation aus A in B :´ R Õ A ¥ B .
	. R ist Relation auf A :´ R Õ A ¥ A .
	. IdA := {(x, x) | x Œ A } (Identitätsrelation auf A)
	. x R y :´ (x, y) Œ R
	. R-1 := {(x, y) | (y, x) Œ R } (Inverse Relation zu R)
	. x R-1 y ´ y R x
	. R o S := {(x, z) | $ y ((x R y) Ÿ (y S z))} (Komposition von Relationen)
	. x (RoS) z ´ $ y ((x R y) Ÿ (y S z))
	. Satz: (Ã(A ¥ A), o, IdA) ist ein Monoid (Relationen-Monoid).
	. R* := »{ Rn | n Œ N} (reflexiv-transitive Hülle)
	. R+ := »{ Rn | n Œ N - {0}} (transitive Hülle)


	Relationen
	. R ist reflexiv auf A :´ " x Œ A : x R x
	. R ist symmetrisch :´ " x, y :( x R y Æ y R x)
	. R ist antisymmetrisch :´ " x, y :( x R y Ÿ y R x Æ x = y))
	. R ist transitiv :´ " x, y, z :( x R y Ÿ y R zÆ x R z)
	. (x, y) ist R-vergleichbar :´ x R y ⁄ y R x
	. R ist Halbordnung (partielle Ordnung) auf A :´
	R ist reflexiv auf A Ÿ R ist transitiv Ÿ R ist antisymmetrisch

	. R ist totale Ordnung auf A :´
	R ist Halbordnung auf A Ÿ " x, y Œ A : (x, y) ist R-vergleichbar

	. R ist Äquivalenzrelation auf A :´ R ist reflexiv auf A Ÿ R ist transitiv Ÿ R ist symmetrisch
	. x R := { y | x R y } (R-Nachfolger-Menge von x)
	. [x]R := x R (Äquivalenzklasse, wenn R Äquivalenzrelation ist)
	. R y := { x | x R y } (R-Vorgänger-Menge von y)
	. X R := { y | $ x Œ X : x R y } (R-Bild von X), R Y := { x | $ y Œ Y : x R y }
	. Z ist Zerlegung (Partition) von A :´
	Æ œ Z Õ Ã(A) Ÿ » Z = A Ÿ "B1, B2 Œ Z:(B1 ¹ B2 Æ B1 « B2 = Æ)

	. Eine Äquivalenzrelation R hat endlichen Index, wenn sie nur endlich viele Äquivalenzklassen be sitzt. Hat sie genau m Äquivalenzklassen, so sei Index(R) := m.
	. Satz: Die Äquivalenzklassen einerÄquivalenzrelation auf A bilden eine Zerlegung von A.
	. R ist rechtseindeutig :´ " x, y, z :( x R y Ÿ x R z Æ y = z)
	. R ist linkseindeutig :´ " x, y, z :( x R z Ÿ y R z Æ x = y)
	. f = (F, A, B) ist (partielle) Funktion (aus A in B) :´ F Õ A ¥ B Ÿ F ist rechtseindeutig
	. A Quellbereich (domain), B Zielbereich (codomain)
	. graph(f) := F (Graph von f)
	. dom(f) := F B = {x | $ y Œ B : x F y } (Definitionsbereich)
	. f ist totale Funktion :´ f ist partielle Funktion Ÿ dom(f) = A
	. f : A Æ B :´ $ F: f = (F, A, B) ist partielle Funktion
	. f : A Æ B wird auch zur Bezeichnung der Funktion f = (graph(f), A, B) benutzt.
	. Für x Œ dom(f) bezeichnet f(x) den (eindeutig bestimmten) Funktionswert y mit x F y.
	. y = f(x) ´ x F y
	. < x t > bezeichnet die Funktion, die jedem x den durch den Term t gegebenen Wert zuord net ( äquivalent ist der Lambda-Term ( l x . t ) ).

	Funktionen 1
	. Funktionskomposition ( g nach f): Sei f : A Æ B und g : B Æ C .
	g o f := < x g(f(x)) > : A Æ C

	. idA := (IdA, A, A) (Identitätsfunktion auf A)
	. Satz: Die Menge aller partiellen Funktionen auf A bildet mit der Funktionskomposition und der Identitätsfunktion ein Monoid.
	. f : A Æ B ist injektiv :´ " x1, x2 Œ dom(f) :( f(x1) = f(x2) Æ x1 = x2)
	. f : A Æ B ist surjektiv :´ " yŒB: $ x Œ dom(f) : y = f(x)
	. f : A Æ B ist bijektiv :´ f ist total, injektiv und surjektiv
	. f : A Æ B ist invertierbar :´ $ g : B Æ A :( g o f = idA Ÿ f o g = idB)
	. Satz: f ist invertierbar ´ f ist bijektiv.
	. Satz/Definition: Ist f : A Æ B invertierbar, so gibt es genau eine inverse Funktion f -1
	. mit f -1 o f = idA und f o f -1 = idB .
	. graph( f -1) = (graph(f))-1

	Funktionen 2
	. Zwei Mengen A und B sind gleichmächtig ( |A| = |B| ) genau dann, wenn es eine bijektive Funk tion f : A Æ B gibt.
	. A ist abzählbar :´ | A | = | N |
	. O-Notation: Für eine Funktion f : N Æ N ist
	O(f(n)) := { g: N Æ N | $ c, n0 Œ N : " n ³ n0 : g(n) £ c × f(n)} .

	. Schubfachprinzip: Bei der Verteilung von m Objekten auf n Fächer kommen in mindestens ein Fach mindestens zwei Objekte, wenn m > n ist (genauer: mindestens ((m - 1)div n) + 1 Objekte).
	. Liften von Funktionen:
	. Umwandlung von Relationen in Funktionen:
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