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Einleitung

- Voraussetzungen: Einfiihrung in die theoretische
Informatik 1, Algorithmik 1
+ (Verweis z.B. auf )

c aus dem Skript von
Prof. Jablonski

- Eigene unter

- http://www3.informatik.uni-
erlangen.de/Lehre/EThInfII/S52004/

Grammatik

+ Eine ist ein Tupel G = (Var, =, P, S) mit
+ Var : endliche Menge (von Variablen)
X : endliche Menge (von terminalen Symbolen)
+ P :endliche Menge (von Produktionen, Regeln)
+ Pc(Varuz) x (Var u z)*
« S e Var (Startvariable)

Notierung von Produktionen:

+ liS - reS statt (liS, reS) € P

- 1is > res,|..res, statt
(lis, reSy) , ..., (liS, res,) € P

\lexander-Universita
Einfahrung in die Tt

+ Formale Sprachen

+ Grammatiken

+ Automaten und Maschinen

- Berechenbarkeit und Entscheidbarkeit
+ Halteproblem, Termination

Formale Sprachen

¥ : Menge von Zeichen/Buchstaben
¥* : Menge aller Worter iiber =
L : Teilmenge von =*
durch Grammatiken
durch Automaten/Maschinen

Ableitung und erzeugte Sprache

* Produktionen: linkeSeite -> rechteSeite
-y-y (y.y e(Varuz) )

- w=>w'gdw es gibt x, y, y', z mit
- w=xyzw=xy zundy->y'inP
W wy > L= w, (we (Var UT)Y)

LG)={wez*|SsS=>*w)
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Kontextfreie Grammatik (Beispiel)

« 6=(Var, 2 ,P,S)

© 6 =(ET.R e 1P D)
mit

+ P={ES>TE-SE+T, T>F,

T>T*F,F>a F—(E)}

Kurzform:
- ES>TIE+T,
- THF|T*F,
- Foal(E)

+  Ableitung:

c ESE+T=T+T=>T*F+T=>
T*E)+T=>T*E+T)+T>
T*E+F)+T=>T*(E+a)+T= ..

itat Erlangen-|

Sei u, v, w, u'|-_ wie (VUEPF X YeV
Produktion u — v

+ Produktions-Typen:

Twp Bereichnung Form von u | Form von v | Nebenbedingung
] uneingese hrinkt uEE
1 kontexisensitiv wy Xow; W)W Wy wEE
F konizxtirei X w
3 rechislimenr (repulir) X wY oder w we L'
nichtkiirecnd IETEARE]

nichtkiirzend - kontextsensitiv, e-Produktionen

- Satz: Nichtkirzende Grammatiken und
kontextsensitive Grammatiken ohne S -> ¢
erzeugen dieselbe Sprachenklasse.

+ Satz: Zu jeder Typ-i-Sprache L gibt es eine Typ-
i-Grammatik G' ohne e-Produktionen (Form: liS ->
geymit L(6)=L-{e}(=0,1,2,3).

Nichtkiirzende Grammatik
(kontextsensitive Sprache)

Gy =(}5.B. C}. {a. b, e}, P. 8) mut

P=3 S —aSBC | aBC
CB — BC
aB — ab
bB — bh
bC — be

el — ce
LiGyi={a"b"c® |n=1}

Ableitung: § == aSBC == ... = o™ I§(BCO)™! == g BO)" == g" B ==# gkt

Grammatik-Typen:

Bedingung

Jede Produktion hat Typ ¢

Jede Produktion hat Typ 1 oder
(P=PUiS—e} A7 (u—v)c P (u—v)hat Typ 1 ~ S nicht in v )

Jede Produktion hat Typ 2

Jede Produktion hat Typ 3

Chomsky-Hierarchie

* L, = Klasse der Typ-i-Sprachen

* Chomsky-Hierarchie-Theorem:
Lclclclh
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Wortproblem fiir Grammatiken

+ Def.: fiir Grammtiken G vom Typ i:

- Das Wortproblem fiir G ist entscheidbar, wenn es einen
Algorithmus gibt, der bei Eingabe eines Wortes w € £*
entscheidet, ob w € L(G) gilt oder nicht.

+ Satz: Fiir Typ-1-Grammatiken ist das
Wortproblem entscheidbar.

* Satz: Es gibt Typ-O-Grammatiken, fiir die das
Wortproblem unentscheidbar ist.

+ Satz: L; c Klasse der entscheidbaren Sprachen < L

Vom deterministischen Automaten akzeptierte
Sprache

- Definition:
2ud*:Zx* »Z

§*(z, &) = 2. 8*(z, wo) = 5(3*(z, w), o)

- Definition: Der deterministische endliche
Automat A die Sprache
={wez*|5(s,w)eE)

Erfolgreicher Pfad

* W=o0y.0,€L(A) &>

Endlicher erkennender Automat

c A=(Z,%,8,s,E) (bzw. (Z, %, 5, S, E)) mit

Z: endl. Zustandsmenge ; X : endl. Eingabealphabet

a) deterministisch:
8:Z x X — Z: partielle Ubergangsfunktion
s € Z: Startzustand

b) vollstdndig deterministisch:
8:Z x 2 — Z: totale Ubergangsfunktion

c) nicht-deterministisch: Ubergangsrelation s c Z x ¥ x Z
S c Z: Startzustandsmenge

E = Z : End-Zustandsmenge, Menge akzeptierender
tdnde

Vom nichtdeterministischen Automaten
akzeptierte Sprache

- Definition:
ZUd*cZxI*xZ:
(z, &, z) € *und
(21, wo, 2,) € 8 gdw 3 z5 (24, w, z3) € &* und (23, 5, Z,) € &}

cZXIXxZ

- Definition: Der nichtdeterministische endliche
Automat A die Sprache
={wex*|[3IsecSidecE: (s, w,e)ed)

Endlicher Automat, Zdhler mod 4

A=(Z K 8. s E)ymit
Z={zp,2), 23,23}, E={a,b}, s = 7y, E = {z3}
Wertetabelle fiir &:
Automatengraph
z 7y 7z 73 73
a
x Biz. x) R ]
a 1 3 7y 7y —
b
b z |z |21 |2

Akzeptierte Sprache
L{A) = fw | Lfw) - [pfw) =4 3 }

Lywl = Anzahl der Vorkommen von @ in w )
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Beispiel-Lauf des Automaten

- Eingabeband

aabaa

- aabaa € L(A)

Endlicher Automat -> Typ-3-Grammatik,
Potenzmengenkonstruktion

+ Satz: Jede durch einen det. endlichen Automaten
akzeptierte Sprache ist reguldr (durch eine Typ-
3-6rammatik erzeugbar).

+ Satz(Rabin/Scott): Jede durch einen nicht det.
akzeptierbare Sprache ist durch einen det.
endlichen Automaten akzeptierbar.

- Bemerkung: Umkehrung trivial
- Beweis mit Potenzmengenkonstruktion

Beispiel-Lauf des Automaten (Animation)

- Eingabeband:

a b 9| |@

a a b a a

+ Verarbeiteter Teil:
b
‘ ‘ a a o) a a
a

- Also: aabaa € L(A)

Typ-3-6Grammatik in Normalform

+ Alle Produktionen haben eine der Formen

-X->0
-X->cVY X,YeV.cex)
=S=2e

+ Satz: Zu jeder Typ-3-Grammatik G kann man eine

dquivalente Typ-Normalform-Grammatik G'
konstruieren (d.h. mit L(G) = L(G") ).




EThInflISS2004

Vier Charakterisierungen von ,reguldr"

Det. endl. erk. Automat Typ 3- Grammatik

Pote en-
ko tion |Reguldre Sprache

Nichtdet. endl. erk.Automat Tp—3—Normalform

Pump-Lemma fiir reguldre Sprachen
(pumping-Lemma):

Reguldre Ausdriicke iiber

Pumplemma: Zu jeder reguliren Sprache L gibt es eine natiirliche
Zahl p (Pumpzahly mit

¥xel: (X 2zp—>Fuv,we X*:(x=uvwa

|v|21aluv|<paVie N:uviwel))

Satz von Myhill/Nerode

* Definition: Die von der Sprache L /nduzierte
Aguivalenzrelation R (auf =*):
xRy« Vvzex:i(xzeloyzel)

* Definition: Indexvon R : Anzahl der
Aquivalenzklassen von R

+ Satz (Myhill/Nerode): Die Sprache L ist genau
dann reguldr, wenn der Index von R, endlich ist.

(aelX)

Satz (Kleene): Die reguldren Ausdriicke beschreiben
genau die reguldren Sprachen (Typ-3-Sprachen).

Langer erfolgreicher Pfad

* X=o0y.0,€ L(A) &>

Minimalautomat

- Satz/Definition: Zu jeder reguldren Sprache L
gibt es einen (bis auf Isomorphie eindeutig
bestimmten) vollstdandigen deterministischen
erkennenden Automaten minimaler Zustandszahl
(Minimalautomat zu L).




EThInflISS2004

Minimierung

“(Ixlsn— (8*(z, x) <E © 5*(z', x) <E))
3 (6*(z, x) €E < &*(z', x) €E)

det. erk. Automaten
- Eingabe: vollstandiger deterministischer erkennender Automat
- Voraussetzung: alle Zustdnde sind vom Startzustand erreichbar
Stelle eine Tabelle aller {z, z' } mit z # z' auf.
Markiere alle {z, '} mit z € E und z' ¢ E (oder umgekehrt)
Fiir jedes unmarkierte {z, z'} und jedes o €X teste, ob  {§(z, o),
8(z', ©) } markiert ist. Wenn ja, markiere auch {z, z'} .
Wiederhole Schritt 3 bis sich keine Anderung mehr ergibt.
Fiir unmarkierte {z, z' } werden z und z' identifiziert.
- Ausgabe: (dquivalenter) Minimal-Automat

Lemma: {z, z'} markiert <> In:—z=,2

Abschluss-Eigenschaften der Klasse reguldrer
Sprachen

- Definition: Eine Klasse K von Sprachen ist

der zweistelligen Operation
op genau dann, wenn gilt:
- LyLyeK—>op(Ly,Ly) <K

+ Satz: Die Klasse der reguldren Sprachen ist
abgeschlossen unter Vereinigung, Durchschnitt,
Komplement, Produkt und Sternoperation.

Entscheidungsprobleme fiir reguldre Sprachen
2

(fiir Typ-3-Grammatiken iiber X):

Gegeben: Typ-3-Grammatiken 6, und 6,
Entscheide: L(6,) N L(6,) = @

(fiir Typ-3-Grammatiken iiber X):
Gegeben: Typ-3-Grammatiken 6, und 6,
Entscheide: L(6,) = L(6,)

(fiir Typ-3-Grammatiken iiber X):
Gegeben: Typ-3-Grammatiken 6, und 6,
Entscheide: L(6,) < L(6,)

Zu minimierender Automat:

Beispiel zur Minimierung

Paar-Ubergiinge:

SIS W

Entscheidungsprobleme fiir reguldre Sprachen
1

(fiir eine Typ-3-Grammatik lber X):
- Gegeben: x €X*
- Entfscheide: x e L
(fiir Typ-3-Grammatiken iiber X):
- Gegeben: Typ-3-Grammatik G
- Entscheide: L(G) = @
(fiir Typ-3-Grammatiken lber

- Gegeben: Typ-3-Grammatik G
- Entscheide: L(6) ist endlich

Mealy-Automaten, Moore-Automaten

+ Endliche Automaten mit Ein- und Ausgabe
- A=(X,Y,Z,35,1)

- X : endliche Menge der Eingaben

+ Y : endliche Menge der Ausgaben

+ Z : endliche Menge der Zustdnde

8:Zx X — Z: Ubergangsfunktion

* (Mealy-A)A:Z x X — Y : Ausgabefunktion
* (Moore-A.) A : Z — Y : Ausgabefunktion

x/y Z + Fird(z,x)=2z',AMz,x)=y
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Kara

+ Kara kann als Mealy-Automat aufgefasst werden.

+ Eine Beschreibung von Kara findet sich unter:
- (
- Beispiele:
- Kara und die Blatter (1. Aufgabe)

- kann den Automaten ,Zdhler mod 4" simulieren.

- Etwas fiir Geduldige: Chaotische Ameise (letzte
Aufgabe)

§ 3 Kontextfreie Sprachen und
Kellerautomaten

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

Erweiterte Backus-Naur-Form

Erweiterte Backus-Naur- Aquivalente kontextfreie
Form Form

X—vil.ly, X—>v, .., X>v,

X—uv|..lv)w

Statt " — " wird auch verwendet.

Satz: Auch durch EBNF werden genau die kontextfreien
Spachen erzeugt.

IFriedrich-Alexander-Universitat Erlangen

X—u{viw X—uwl|uYw,
Y-v|vY

Endlicher Automat, Zdhler mod 4

A =(Z.E & s, Eymit
Z={2p.7).25. 23} . E={a. b}, 5 = 7Zg. E = {z3}

Wertetabelle fir &

z P B2 Z |7

a
X Bz x) ~lf—
2 12 | (e —P@
b

b z3 |2 |= 73
= b B a
Akzeptierte Sprache:
b

LAY = dw | [gfw) - [pfiv) =4 3 } —l- @
—-

Lywl = Anzahl der Vorkommen von @ in w a

Kontextfreie Grammatik (Beispiel)

- 6=(Var,Z,P,S)

- 6, =(E, T.FLL{() a+*}PE) |k
mit

- P={E>T,E>E+T,TF,

T>T*F,F>aF—>(E)}

+ Kurzform:
- ES>TI|E+T,
- TSF|T*F,
- Foal(E)

+  Ableitung:

. ESE+ToT+ToT*F+T>
T*E)+T=>T*E+T)+T=
THE+F)+T=>T*E+a)+T= ..

Beispiel: LOOP in EBNF-Darstellung

- <Konstante> = 0 | <Pos. Ziffers { <Ziffer> }
+ <Pos. Ziffer> 112|3]4|5|6/7|8|9
- <Ziffers <Pos. Ziffer> | O
+ <Variable> x <Konstante>
+ <Wertzuweisung> ::=
<Variable> := <Variable> ( + | -) <Konstante>
+ <Programm> 1= <Wertzuweisung>
| <Programm> ; <Programm>
| LOOP <Variable> DO <Programm> END

Beispiel-Programm:
- x0:=x1+0;LOOP x2 DO x0 := xO + 1 END

IFriedrich-Alexander-Universit;
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Syntaxbaum einer Ableitung

+ Einer AbleiTung (in einer kontextfreien Grammatik)
= S=wWe > LW EUXVE W T U XWX VLS W,
* wird ein zugeordnet:

Greibach-Normalform (GNF)

- Definition: Eine Grammatik ist in
, wenn alle Produktionen die Form
X>oVY .Y (k20;X,Y;,.,YeV;ceX)

haben.

+ Satz: Zu jeder kontextfreien Sprache L mit e ¢ L
gibt es eine L erzeugende Grammatik in GNF.

- Bemerkung:
X—>claoVY oYY, (also0 <k < 2) geniigt

Beweis-Skizze zum Pump-Lemma 1
S

7
3
0

u X y

Chomsky-Normalform (CNF)

+ Definition: Eine Grammatik ist in

, wenn alle Produktionen die Form
X —>YZoder X > o X,Y,ZeV;ocex)

haben.

+ Satz: Zu jeder kontextfreien Sprache L mit e ¢ L

gibt es eine L erzeugende Grammatik in CNF.

Pump-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Satz: Fiir jede kontextfreie Sprache L gibt es
eine natiirliche Zahl (Pumpzahl) p, so dass sich
jedes Wort z e L mit |z| >p zerlegen ldsst in
Z=Uuvwxy mit

Lo lvx|>1

2. lvwx| <p

3. Vi(i2z0—-uviwxiyel)

Beweis-Skizze zum Pump-Lemma 2
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: . Kontextsensitive, aber nicht kontextfreie Sprache
Beweis-Skizze zum Pump-Lemma 3 kontextfrei liber einelementigem Alphabet
- Satz : L={a"b"cn| n> 1} ist nicht kontextfrei (,
aber kontextsensitiv).
+ Beweis-Skizze:
-a.ab.bc.c

-uvwx'y

Satz : Jede kontextfreie Sprache iiber
einelementigem Alphabeft ist regular.

Abschluss-Eigenschaften der Klasse .
kon'rengr'eier Sprachen (Nichtdet.) Kellerautomat

Emmgabeband
a) Die Klasse kontextfreier Sprachen ist © A=(Z,L,T.55E# EIE R []
abgeschlossen unter Vereinigung, Produkt und > (GHEliE) AT T X
Sternoperation  Eingabealphabet: 2 e :

© Ug, Uy, ,LAaE X @
b) Die Klasse kontextfreier Sprachen ist nicht .

abgeschlossen unter Durchschnitt. © X X,

. : ; - - Uberfiihrungsfunktion: &:Z x Folgekonfiguration fiir (.Y ..Yr) € &(z, a, X):
c) Die Klasse kontextfreier Sprachen ist nicht (;"”‘ z;}l;“xgr un 710(; i x geon |ur ,o u 2% | I
S < — e 1y u|a ] Vi
abgeschlossen unter Komplementbildung. . Anfangszustand: s  Z: ? _
Endzustandsmenge: E < Z
+ Kellerinitialsymbol: # & I -

+ Konfiguration: @

c (z,aVv, XX X)) E ZxZFxT*

edrich-Alexander-Universit
orst Miller: Einfihrung in die Theoretis \formatik 2 , SS 2004

Rechenschrittrelation | — des Kellerautomaten L
Vom Kellerautomaten akzeptierte Sprache Deterministischer Kellerautomat
- Lesender Ubergang: - Definition: Ein Kellerautomat A ist

(Z.Y1.Y) €3z, 0, X) < (z,av, X kw) |— (2, v, Y .Y, kw) deterministisch genau dann, wenn fiir alle z € Z,
+ Spontaner Ubergang: a€ Y e rgit

.Yy .Y) ed(z, e, X) & (z,v, X kw) | —(Z,v,Y; .Y, kw) | 85z, a,Y) [+] 3z ¢, Y) [ <1

+ Di A durch /e Keller akzeptierte Sprache: . . g
& von A g feren [eTe arasprierte sprache - Bemerkung: Die beiden Formen der Akzeptierung

N(A) = {w = 2| (s, w, #) |- (z, ¢, ) fiir ein 2 = Z ) sind fir nichtdeterministische Kellerautomaten

(N von 'Nul/-Keller") . I . . . ..
- Die von A durch Endzustand akzeptierte Sprache: gleIChw.er‘.hg.’ jedoch nicht gleichwertig fiir
deterministische Kellerautomaten.

L(A):={wE Z* | (s,w, #) |—* (e, &, k) fir eine € E und
eink € M*}
- (Eingabe-Rest muss in beiden Fdllen ¢ sein.)
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Beispiel Kellerautomaten fiir Palindrome

(deterministischer) Kellerautomat A; fir L; = {w S w™" |we {ab}* }

(ap.a)=ap.a) A= (Z={s.2;}. Z={a.b.8}. T={a. b #.0.s.E= {z;}.9

(1) 8(s, x, V)= {(s.xY)} (xe{abl.YeD

(28,5, V)= {z, V)} (YeD i

() 8z x 0= {8} (xe {ab)) O O e#e
- ~O5—0@

) 8(zy. 2. 9 = {(z). ©)} SY/Y

Akzeptierende Berechnung fiir w = baSab:

5. baSab, # —s, afab, b# -5, $ab, ab¥ —z|. ab, ab# -z, b. b¥ —z;. 6. # —z;. . €

N(AD =Ly LA = {ab}* L

(nichtdeterministischer) Kellerautomat Ay mit N(A7) =Lo= {w w™™" |we {ab}*}

ersetze (2) durch (2°) 8(s, £. V) = {(z. Y)} (Ye ID)

exander-Universitét Erlangen-Ni

Deterministisch-kontextfreie Sprachen

Definition: Eine Sprache heilt deterministisch
kontextfrei genau dann, wenn sie von einem
deterministischen Kellerautomaten durch Endzustand
akzeptiert wird.

Satz:

Die Klasse der deterministisch-kontextfreien Sprachen
ist unter Komplementbildung abgeschlossen.

Die Klasse der deterministisch-kontextfreien Sprachen
ist nicht unter Durchschnitt, Vereinigung, Produkt,
Stern-Operation abgeschlossen.

Einfahrung in die Tt

§ 4 Kontextsensitive Sprachen und linear
beschrdnkte Automaten,
Typ-0-Sprachen und Turingmaschinen

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

Beispiel Berechnungsbaum

Automat Ay
XYY

XXE
O edie s. baab. #
/ﬁ 29
@ s.aab, b# @ \)_\

z1. baab. #
@) AN
zy. aab, b# )
z1_baab, &

&)

s. £, baab#

@y

zy. £, baab#

zy. b, aab#

exander-Uni
EinfUhrung

Aquivalenz von kontextfreien Grammatiken und
(nichtdeterministischen) Kellerautomaten

Satz: Eine Sprache L ist kontextfrei genau
dann, wenn sie von einem
(nichtdeterministischen) Kellerautomaten
akzeptiert wird.
- Beweis-Skizze: i) => : Aus einer kfr. Grammatik G wird
ein dquivalenter Kellerautomat A konstruiert mit
Lemma:
a) X=>*u o (s,ud, Xy) |—* (s,
Uuuez*;ve VUZIy:; X, Ye
b) X=>*uYv o Vvd,y:(s,uu, Xy) |—*(s,u,Yvy)
i) <= : Aus einem Kellerautomaten wird eine
dquivalente Grammatik konstruiert.

IFriedrich-Alexander-Universitat rnt
Horst Maller: Einfahrung in die Tt

Turing-Maschine

Turingband

[ vm[ O] 0]

EIGIEV I EA RN

%

Steuerung

D)

Znr=g

TM=(Z,T,3,s,E[])
(endliche) Zustandsmenge Z
Band-Alphabet I'; uy,...,u,
deterministische TM:

- Uberfiihrungsfunktiol
nichtdeterministische TM:

- Uberfiihrungsrelation: S3C (ZxT)x(ZxTx{L,R,N})
(L: links, R: rechts, N: keine Kopfbewegung)
Anfangszustand s €Z; Endzustandsmenge E S Z
Blanksymbol [] € T

5:(Z-E)xT —ZxTx{L, R N}

IFriedrich-Alexander-Universitat
Horst Maller: Einfahrung in die Tt

10
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Schrittrelation der TM

uzbverxzrrx
( =l* a.b.ceEl:2,72€Z)
()zubv uzcv ,wenn ((z, b), (z, c,
(Quzbv uczv ,wenn ((z, b), (z, c,
(3)uzb ucz[] ,wenn ((z, b), (z, c,
(4uazbv uzacv ,wenn ((z,
(B)zbv Z'[lcv ,wenn ((z,

Ubersetzung von Turingmaschinen in
Grammatiken

Produktionen

Uberfiithrungsrel. PSim

Schrittrelation

.c.N) € &(z.b) uzbv | —uz’cv zb — z'c

".c.R) = &(z.b) uzbb’v | —ucz’b’v zbb” — cz'b”

".c.R) € &(z.b) uzb [—ucz™[] zb$ — cz’[]$

.c.L) € 3(z.b) uazbv |—uz’acv azb — z’ac

(z’.c.L) € 3(z.b) zbv |— z [lev &zb — &z'[]c

& kennzeichnet den linken Rand des benutzten Turingbandteils
$ kennzeichnet den rechten Rand des benutzten Turingbandteils
(6) Lemmaiuzv |[—*u z VvV o &uzv$ =%, &uz VvV $
(7)Lemmu swlll—*ueveoduev$ =>%psn&swll$
smn ={S—-8&X$, X—>vX|ey | Xy | ver, E*E}

Pschiuss = {&s — €, [1$ — €}

M=(Z={s.zi.z>.c}. T —{0. 1. [1}. 8. s. =
BSis, 0) = (s, 0. R)

Sis. LD — (=1, L1, L)
S(z1. 0) = (z5. 1. L)

1 D =71 0T
Stz [1) — (e 1. M)

bR S

- s1101[] |— 1s101[] |— 3 1101s[] |— 110z,1[] |— 11z,00[]
|— 12,110[] |[—2 2,[]1110[] |— []e1110[]

L

Von Turingmaschinen akzeptierte Sprachen

+ Definition: Die von der Turingmaschine TM

akzeptierte Sprache: (£ < T -{[1})
- Ls(TM) ==
wes* Juver*: JecsE:sw[]|—*uev}

- Satz : Die von (nichtdeterministischen)

Turingmaschinen akzeptierten Sprachen sind
genau die Typ-0-Sprachen.

+ Satz: Jede nichtdeterministische

Turingmaschine ist durch eine deterministische
Turingmaschine simulierbar.

Typ-0-Grammatik - Turing-Maschine

+ Gegeben sei eine Grammatik G.
+ Informelle Beschreibung einer TM, die Ableitungen von G

simuliert: Bei Eingabe von w, also Startkonfiguration s w []
(und spdter einer Konfiguration der Form z [Jw' [I", die
nach Simulation von k inversen Ableitungsschritten mit
der Grammatik G erreicht ist), wahlt TM (nichtdet.) eine
Produktion u=>v und sucht ein Vorkommen von v in w. Falls
ein v gefunden wird, wird es durch u ersetzt (Fir |v|=|ul
ist die Verschiebung der einen ,Bandhdlfte" erforderlich).
Dies wird iteriert. Wird dabei z [] S []™ erreicht, so
akzeptiert TM.

Turing-Kara

= kann Turingmaschinen simulieren
- Turing-Kara - Turingmaschinen anschaulich

- Beispiele:

- Turingmaschine fiir die Sprache {0" 1" | n > 0}

- Turingmaschine fiir die Sprache {a" b" c" | n > 0}

- TM zur Berechnung der Nachfolger-Funktion succ
- Zweidimensionale Turingmaschine: Bindre Addition
- FleiBiger Biber mit vier Zustdnden

- (2-dimensionaler) fleiBiger Turing-Kara

11
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Linear Beschrdnkter Automat (LBA)

Turingband

[ vm] 1]

+ LBA=(Z,%,1,3,s,E[L])

+ (endliche) Zustandsmenge Z; Eingabe-Alphabet ¥ ;

+ Band-Alphabet T; My, Vo .0, []JET

+ Anfangszustand s ndzustandsmenge E < Z

+ Linkes Rand-Symbol [ € T : Rechtes Rand-Symbol ] € T
+  Schrittrelation |—: wie bei einer nichtdeterministischen

Turingmaschine, jedoch mit Randrespektierung.
- (Z,b,r) €8z, [)—>b=[Ar<s{RN}
- (Z,b,r)€3(z,1)>b=]Ar e {LN}

LBA firL={a"b"c" | n> 0}

Nichtkirzende Grammatik >LBA

+ Informelle Beschreibung eines LBA: Bei Eingabe
von w, also Startkonfiguration s[w] (und spdter
einer Konfiguration der Form z[w], die nach
Simulation von k Ableitungsschritten mit der
Grammatik G erreicht ist), wahlt LBA (nichtdet.)
eine Produktion u=>v und sucht ein Vorkommen
von v in w. Falls ein v gefunden wird, wird es
durch u Hk ersetzt (Hilfssymbol H, k = |v|-|ul)
und anschliessend werden die H's an's rechte
Ende verschoben. Dies wird iteriert. Wird dabei

z[S Hm] erreicht, so akzeptiert LBA.

\lexander-Universitat Erlangen
nfiih

Von LBA akzeptierte Sprachen

+ Definition: Die vom linear beschrdnkten
Automaten LBA akzeptierte Sprache:
-Eer-{Lh

+ L(LBA):=

-weX*| Juvelr*: dJecEs[w]|l—*uev}

+ Satz : Die von (nichtdet.) Linear Beschradnkten
Automaten akzeptierten Sprachen sind genau die
Typ-1-Sprachen.

LBA - nichtkirzende Grammatik

+ Modifikation der Konstruktion fiir
Turingmaschinen

* Psi={S—[Xlle[Y].X—=vX|e|Xy,Y—ylyv

lyer-{[.1}, e €E}

Tupel-Codierung: Statt I' U Z wird (mit T :=T-{[,]1})
MU Zu{)x ) U x{1}) U (Z ={LLI1} x T x{1,2,3}) verwendet.

+ Aus &s — ewird (s, [,v) —»vund (s, [],v.1) — v

© Aus[]$ s ewird(a,])—>v (ver)

© AUS [Ug ..Uy Z vy V] wird ([ ug) Up ety (2, V1) Vo e Vg (Y, 1)

+ Fall (3) und (5) von P, entfallen wegen der
Randrespektierung

IFriedrich-Alexander-Ur

Horst Ml

§ 5 Berechenbarkeit und
(Un-)Entscheidbarkeit

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

12
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Intuitive Berechenbarkeit

+ f(n) = if n Anfangsstiick von = then 1 else O fi

n = 3,141593..; f(314) = 1. f(453) =

+ g(n) = if n kommt in & vor then 1 else O fi
- g(415)=1:g(777)=?;Vn:g(n)=12

+ h(n) = if ,7"" Teilwort der Dezimaldarstellung von = then 1

else 0

+ (Quelle: Schoning: Theoretische Informatik - kurz gefaBt)

§ 6 Turing-Berechenbarkeit

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

Turing-Berechenbarkeit

- Definition: Eine (partielle) Funktion f: N> N
(k>0) heift genau dann,
wenn es eine (deterministische) Turingmaschine
M gibt, so dass fiir alle ny, ..., n,, m € N gilt:

- f(n, ..n)=m<&>3ecE:Ja,Be[l*:
s bin(n,) # bin(n,) #... # bin(n,) [] |—* o e bin(m) B

+ Spezialfall k=0: N> N, firalemeN
-fQ=m&>3ecE:da, B e[l
s []|—* o e bin(m) p

Church'sche These

+ Die Klasse der Turing-berechenbaren Funktionen
(dquivalent: die Klasse der

WHILE-berechenbaren Funktionen,
GOTO-berechenbaren Funktionen,
u-rekursiven Funktionen)

+ stimmt mit der Klasse der intuitiv berechenbaren
Funktionen lberein.

+ (Vgl. Jablonski: ThIl-1 Grundbegriffe, Seite 75:
Churchsche These: alle Formalisierungen von
.Algorithmus" sind gleichwertig.)

Zahlendarstellungen

+ Sei n eine natirliche Zahl, von O verschieden
Darstellung: undr(n) = a" (@ Symbol)
)Darstellung:
- bin(n)=a,..ap €>n=2{q-2|0<i<k}ra =0
-Darstellung:
- dez(h)=ay..ap €>n=2{q-10/| 0<i<k}ra,=0

+ Spezialfall n = 0:
- undr(0) = ¢ ; bin(0) = ,0" ; dez(0) = 0"

Beispiel TM fiir die Nachfolgerfunktion

TM = (Z = {s. z1. z0. e}. T — {0. 1. [1}.
1. 8(s.0) =(s. 0. R)

& 5. L= {c}.[D

OR

Sis. LD — (=1, L1, L) O

Sz, 0) = (5. 1. L) _"O_’@

L
1

Bi7y, 13 =171, 0,1 Hl ~ L/”‘)
Blzy. 1D = (e, 12D

Slem. 0) — (£3. 0. L)

LYe

2 1) =073 1.1 ® “_@

EEI I

Bz, [D=te. [I. R)

- s1101[] |— 1s101[] |— 3 1101s[] |— 110z,1[] |— 11z,00[]

|—12,110[] |— 2 z,[11110[] |— []e1110[]

+ Diese TM berechnet die Nachfolgerfunktion succ mit

succ(n)=n+1.

13
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Turingberechenbare Wortfunktionen

+ Definition: Eine (partielle) Funktion f: Z,*-> =,*
heift genau dann, wenn es
eine (deterministische) Turingmaschine M gibt, so
dass fiir alle x € ,;* ,y € Z,* gilt:
-f(x)=y€>3eecE:3a,pell*:

sx[ll—*aeyp
* Variante: {0, 1} statt £,*
+ Bemerkung: f(x) undefiniert €= Es gibt keine in
einen Endzustand fiihrende Berechnung

k-Band-Turing-Maschine und
simulierende 1-Band-Turing-Maschine

+ Satz: Zu jeder k-Band-Turing-Maschine M gibt es eine M
simulierende (gewshnliche) Turing-Maschine M' mit
gleicher Leistung.

edric
orst Miller: Einfiih

Schleifenbildung bei TM

- WHILE TM, DO TM,

Typ-0-Sprachen und Definitionsbereich
Turing-berechenbarer Funktionen

* Satz: Ist L eine Typ-0-Sprache iiber %, so ist
(die ,halbe" charakteristische Funktion von L)

rL=(x>1|xel):2*>{0,1}
Turing-berechenbar.
- Bemerkung: dom(y'\) = L

+ Satz: Ist f: £,*> =,* Turing-berechenbar, so ist
L := dom(f) eine Typ-0-Sprache.

Komposition und Riickkopplung von Turing-
Maschinen

Sequentielle Komposition TM; : TM;

: ™,

Riickkopplung

W N ™,
—_—
-

]

Prif-TM ,x=02?"

+ usbin(0) #v —* utrue bin(0) # v
+ x#0 — usbin(x) #v —* u false bin(x) # v

0/R #/L
©” o e

#0/N sonst/L

14



+ Definition: f® : Nk > N ist

EThInflISS2004

§ 7 LOOP-, WHILE- und GOTO-
Berechenbarkeit

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg
Institut fiir Informatik
Martensstrale 3 ¢ 91058 Erlangen

LOOP-Programme (1):

(1) xi=x+c(ijcEN)
© (2) x=x5:c(i,j.cEN)
- (x:y=if x>y then x - y else O fi)
() PiP
- (Komposition: Erst P;, dann P,)
+ (4) LOOP x; DO P END
- (Fiihre P x;-mal aus.)
- Definition: Das Programm P f® : Nk > N, wenn
die P-Berechnung von der Startsituation mit
WX = n; (i=1,..K)" zur Endsituation mit
Xo = T (ny,..,n)" flihrt.
, wenn es
ein LOOP-Programm gibt, das ) berechnet.

LOOP-Programme (2)

* add ist LOOP-berechenbar ( Makro X; := x; + X, )

- Weitere Makros:

Xpi=x;  fir
x;:=0 fir LOOP x; DO x; := x;:1 END
x;:i=c fir x;:=0:x:1=x+cC
IF x;=0THEN P END fiir
y:=1;LOOP x; DOy := 0 END ; LOOP y DO P END
- mult ist LOOP-berechenbar ( Makro x, := X; - X, ):
Xo = 0; LOOP x, DO X, i= X, + x; END
- monus ist LOOP-berechenbar ( Makro X, i= X, = X, ):
Xo = X ; LOOP x, DO X, := X, :1 END
- Statt IF x;= 0" auch ,IF x; 2 0", ,IF x; = c", ,.IF x; = x;" moglich

x=x;+0

Beispiel: LOOP in EBNF-Darstellung

= 0 | <Pos. Ziffers { <Ziffer> }
112|314|516|718]9
<Pos. Ziffer> | O

= x <Konstante>

+ <Konstante>
+ <Pos. Ziffer>
- <Ziffer>

+ <Variable>

+ <Wertzuweisung> ::=
<Variables := <Variable> ( + | -) <Konstante>

+ <Programm> 1= <Wertzuweisung>
| <Programm> ; <Programm>
| LOOP «Variable> DO <Programm> END

Beispiel-Programm:
+ x0:=x1+0;LOOP x2 DO x0 := x0 + 1 END

Programmiersprache LOOP in Syntax-

Diagramm-Form

Varnable _:_—_)—--| Variable —L,<; Fﬁi Konstate |
--| Progranun l—t-()—- STOgratmn | (- -
CL00D>~{VHEBE_J» D0+ Frogra o ENDD—+

Pl'ngrmmu:

Variable: | [ Konstante:

—=(X) | Konsiante |—=

-| Pos. Ziffer } T ._Zlﬁer b L SN

Pos. Ziffer: || Ziffer: o
A ”)—l
(TD (::‘) (‘9 Ql/'h | I—F'POS.ZEITCJ' ——

WHTILE -Programme

-

- (2) x;i=x;

(3 PP

- (4) LOOP x; DO P END

+ (5) WHILE xi # 0 DO P END (WHILE-Schleife)

+ Definition: Das Programm P
die P-Berechnung von der Startsituation mit
WX = (i=1,.. k)" zur Endsituation mit

Xo = T® (ny,..n)" fiihrt.
+ Definition: (9 : Nk > N ist
ein WHILE-Programm gibt, das f) berechnet.

f®& : Nk > N, wenn

, wenn es

15
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LOOP vs. WHILE

+ Jede LOOP-berechenbare Funktion ist WHILE-
berechenbar.

* Es gibt (totale) WHILE-berechenbare
Funktionen, die nicht LOOP-berechenbar sind.

+ LOOP-berechenbare Funktionen sind total.

« WHILE-berechenbare Funktionen kénnen echt
partiell sein.

+ Auf LOOP-Schleifen (4) kann man in WHILE-
Programmen verzichten.

WHILE-berechenbar - Turing-berechenbar

+ Satz: Jede WHILE-berechenbare Funktion ist
Turing-berechenbar.

- Beweis-Skizze: WHILE-Berechnungen werden
auf einer Mehrband-Turing-Maschine simuliert.
Fiir jede im Programm vorkommende Variable x;
wird ein Band verwendet. WHILE-Schleifen
lassen sich durch Komposition und Riickkopplung
von TM implementieren.

GOTO-Programme

* 60TO-Programme :
- Marke;: Anweisung, : ... ; Marke,: Anweisung,,
* Anweisungen:
- Wertzuweisungen:
() X‘-::Xj+c(i,j,CtN),
(@) xp=xec(ijcEN),
- Unbedingte Spriinge: GOTO Marke ,
- Bedingte Spriinge: IF x; = ¢ THEN GOTO Marke ,
- Stop-Anweisung: HALT
 Marken: (Zahl-) Worter

WHILE-Programm fiir div

©y-z<x<y-(z+1)
©Ir(x=y-z+ra0<r<y)
(wobeir=xmody)

+ xdivy=z

* Pgoriz x;2:=0;
WHILEr>yDOz:=z+1;ri=r-yEND
rxyor+l=y=0 ch=r+l-y

* Pyiri=x;z:=0:hi=r+1;hi=h-y:
WHILEh#0DO z:=z+1; p=roy;hi=p+l; hi=h-y END

c Pyiziz0;xi=x+1;x:=x=y;

WHILE x#0DO z:=z+1; x:= x=y END

Berechenbarkeit - Ubersicht (1)

Turing =—————— > OTO

L/

WHILE-Programme - GOTO-Programme

+ Satz: Jedes WHILE-Programm kannh durch ein GOTO-
Programm simuliert werden.

+ Folgerung: Jede WHILE-berechenbare Funktion ist
60TO-berechenbar.

Turing

16
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Beispiel fir ,WHILE > 60TO" GOTO-Programme als gerichtete Graphen

1: z:=0; 2 xi=x+1;3: xi=x-y";
* WHILE-Programm P: 4:IF x = 0 THEN 60TO 5 ;
©2:=0;xiEx+l; xiEXY 41:z:=z+1,;42: x:i=x-y";43: 60TO 4 ;

5: HALT
WHILE x 20DO z:=z+1; ,x := x-y" END

* 60TO-Programm: . 250 @ x=xd @ kExsy @ [x=0] .
c+1:z:=0;2ix:=x+1;3: xi=x-y";
- 4 TF x =0 THEN 60TO 5 ; 0

- 41:z:=z+1;42: x:=x-y";43: 60TO 4 ;
- 5 HALT @ =zl @ k=x-y @3

GOTO > WHILE Berechenbarkeit - Ubersicht (2)

+ Satz: Jedes GOTO-
Programm kann durch ein i i )
WHILE-Programm (mit Turing
nur einer WHILE-

Schleife) simuliert : /
wer‘dtf.n. ' GoTO M, -
- Beweis-Skizze:

- 60TO-Programm P:
LA ..imA, IF x;=c THEN |IF x;=c

- WHILE-Programm P": THEN b
572 5= ile ELSE bz

WHILE bz =0 DO
IF bz = 1 THEN A, END; ..
IF bz = m THEN A', END

END

Kleene's Normalform fiir WHILE-Programme Turing-Maschinen > GOTO-Programme(1)

+ Satz (Kleene): Jede WHILE-berechenbare * Satz: (det.) Turing-Maschinen sind durch GOTO-
Funktion kann durch ein WHILE-Programm Programme simulierbar.

. . . + Satz: Jede Turing-berechenbare Funktion ist GOTO-
mit nur einer WHILE-Schleife berechnet e

werden. + Beweis-Skizze:
a1} sei ¢: I — N gegeben durch c(a) = i
(speziell sei c(blank) = 0) und
fiir b > m sei code: M™— N gegeben durch
code(x,...Xo) = (€(Xp)... €(Xo)), = Z{c(x)) * b | i=0,..., n}
Codierung(u z v) = (code(u), z, code(vreY))
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Turing-Maschinen > GOTO-Programme(2)

Turingmaschine GOTO-Programm

Konfiguration |uzv(u v € I') |Marke M,,
x = code(u),
y= Code(vnﬂ'erae)

Links-Schritt 8(z, a))=(z’, aj, L) P(z,ai):_ ‘

y =yt

v =y *b+xMODb;
x:=xDIVb

Rechts-Schritt | 8(z, ap=(z", a;, R) | ...(analog)

Schritt ohne 3(z, a;))=(z’ N) | ...(analog)

a;
E J:
Kopfbewegung

Berechenbarkeit - Ubersicht (3)

Turing —on GOTO

WHILE

Primitiv-rekursive Funktionen

(1.

L(x) = gl (x). « En(xD)

Trimmiiive_ Rokersionie. N
fix, 0) = @(x)

X, ¥ + 1) = hix. ¥v. fix . ¥))

Basisfrnktionen

+ Definition: Die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen
enthdlt die Basisfunktionen und ist abgeschlossen unter
iti imitiver Rekursion.

Turing-Maschinen > GOTO-Programme(3)

+ Py Berechne aus (x;,...,x,) die Codierung der

Startkonfig.: (0, M, code((bin(x;)#...# bin(x,)[1)¢")

Simulations-GOTO-Programm:
(Startmarke M sei M., wobei s der Startzustand der Turing-
Maschine ist.)
My ar=yMODb: (furalle ze Z-E)
IF a=0 THEN GOTO M, o:
IF a=1 THEN GOTO M, ;:

IFa=m-1  THEN GOTOM,,.;:

M, Plz.a): (fitr alle z € Z-E und i=0..... m-1)
GOTO M,

M, HALT (fiiralle e € E)

+ P3: Decodiere aus (0, M., code(bin(r)rev) das Resultat x, = r .

§ 8 Primitiv-rekursive Funktionen

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

Beispiele primitiv-rekursiver Funktionen (1)

- Konstante Funktion cW=(x;,...,x,—>¢c):NM >N
+ n-stellige Nullfunktion Z, = (x4, ..., x, > 0)

- ZyBasisfunktion ; Z,(0) = 0 ; Zy(y + 1) = Z,(y)
- Z,= Komposition( pri® , Z;)
X,) = Zy( pry® (%, X)) (n>1)

+ add = Primitive_Rekursion(pr,() , Komposition(prs® ,

succ))
- add(x, 0) = x ; add(x, y+1) = succ(add(x.y))

+ mult = Primitive_Rekursion(Z;, Komposition(pr;®, pr;®,

add ))
- mult(x, 0) = 0 ; mult(x, y+1) = add(mult(x,y), x)
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Beispiele primitiv-rekursiver Funktionen (2)

+ fak = Primitive_Rekursion( 1© , Komposition( pr,® ,
Komposition(pr;® , succ), mult))
- fak(0) = 1; fak(y+1) = mult(fak(y), y+1)
sg=(x—if x>0thenlelse0):N>N
s9(0)=0;sg(y+1)=1  (Primitive_Rekursion)
pred = ( x— if x = 0 then O else x-1)
pred(0) = O ; pred(y+1) =y

monus = ( X — if x >y then x-y else 0) : N2 > N ;
monus(x,y) = X =y
- x=0=x;x=(y+1) = pred(x - y)

primitiv-rekursiv > LOOP

+ Satz: Jede primitiv-rekursive Funktion ist LOOP-
berechenbar.

Turing 60TO

. A

LOOP <—— primiv-rekursiv

Simultane primitive Rekursion

fi. Nl N ( Abkiirzung x =x. .. .. %)

entstehen durch simulitane primitive Rekursion aus

8o s g NU o Nund by, .. by NP LN venn gilt:
fi(x. 0) =gx (G=1..k
fi(z.y*l) =hy fEy). .. &) (1=1...k)

Satz: Die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist abgeschlossen unter simultaner primitiver
Rekursion

Codierung: Cy: NELN; Decodierung: Di;: N=N(i=1....k

CilDyey (%), e D (x)) = %2 D (Cplxy, o ;) =% 1= 1. )

+ sumbis(n)=1+2+ _.+n

Beispiele primitiv-rekursiver Funktionen (3)

(=n(n+1)/2)
- sumbis(0) = O ; sumbis(n+1) = sumbis(n) + (n+1)
paarcod : N2 > N

+ paarcod ist bijektiv.
+ Es gibt primitiv-rekursive Funktionen q; : N> N und g, : N > N mit

- g{(paarcod(x;,x,)) = X; (i=1,2)
- paarcod(q(x), g,(x)) = X

- paarcod™ = (g1, 92)
+ paarcod(x,0) = sumbis(x)
+ paarcod(x.y) =

sumbis(x+y) +y =
(x*y)(x+ry+1)/2 +y

Primitiv-rekursive Relationen

- Definition: Eine Relation R = N" ist primitiv-rekursiv genau

dann, wenn ihre charakteristische Funktion y primitiv
rekursiv ist.

- Definition: S entsteht durch

aus R, wenn gilt:
- S(x,2)©Qy=<z:R(X Y, 2)(Qe{v,3})

+ Satz: Die Klasse der primitiv-rekursiven Relationen ist

abgeschlossen unter Durchschnitt, Vereinigung,
Komplement und beschrdnkter Quantifizierung.

+ Satz: Die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen ist

abgeschlossen unter Fallunterscheidung.

LOOP > primitiv-rekursiv (1)

+ Satz: Jede LOOP-berechenbare Funktion ist

primitiv rekursiv.

- Beweis-Skizze: (Induktion iiber den Aufbau von

LOOP-Programmen)

- 1. Seim2max {i | x; kommt in P vor},

= X = Xg, o s Xy

* 2. Seien Funktionen fp; definiert durch:

X|—p* X o Viix' = fp (%)

* 3 f(k)p( Xl, ey, Xk) = fplo(o, Xl, — Xk, O, 000 O)
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LOOP - primitiv-rekursiv (2)

* 4. Alle fp; sind primitiv-rekursiv.
Pt xpE X i (X) = X+ c fp (X)) = X (r2i)
-P="x J-;c":fpl;(g)zxj:c;fpm(gﬁxr(rzi)
-P="P1;P2":
fer:p2) i (x)= fpz,j(fm,o(ﬁ), wer Form(X))
- P="LOOP x; DO P' END ™
fp (x) = gi(x, x)
gj(x, 0) = x; ; gj(x, y+1) = fp ; (go(X. Y), - Gm(X, ¥))
+ Anmerkung: (go(X, Y), -.-.gn(X. y)) beschreibt die
Registerinhalte nach y Durchldufen von P' .

rsitat Erlangen-

§ 9 p-Operator, u-rekursive Funktionen

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen

Beschrdnkter p-Operator

- Definition: Sei f : N« > N eine (partielle)

Funktion. Die Funktion g : Nk*1 > N entsteht durch
auf f, wenn gilt

(kurzg=#f):
- V(z x)eN1ig(z, x)=if M#D then min M else z+1 , wobei
- M={yly<zafly,x)=0AVy<y:(y, x) e dom(f)}

- Schreibweise: (# f)(x)=py<z[f(y,x)=0]

+ Satz: Die Klasse der primitiv-rekursiven
Funktionen ist abgeschlossen unter Anwendung
des beschrdnkten p-Operators.

Berechenbarkeit - Ubersicht (4)

Turing

WHILE *=—= p-rekursiv

I

LOOP = primiv-rekursiv

u-Operator

+ Kleinste Nullstelle von f : N > N :
-min{y|f(y)=0}

- Kleinste Nullstelle im 1. Argument von f : Nk > N :
-min{y | f(y, %y, ..,x)=0},
- abhdngig von den Parametern x = xy, ... , X,

- Definition: Sei f : Nk*1 > N eine (partielle) Funktion.
Die Funktion g : NK > N entsteht durch

auf f, wenn gilt

(kurzg=pf):
- VxeN:ig(x)=min{y|fly,x)=0AVy <y:(y,x) e dom(f)}
- Schreibweise: (uf)(x)=py [ f(y,x)=01

IFriedrich-Alexander-Universitat
Horst Muller: Einfihrung in die Theoretis

Umkehrfunktion zu paarcod

+ paarcod(x,y) = sumbis(x+y) +y
= (x+y)(x+y+1)/2 +y

+ Es gibt primitiv-rekursive Funktionen q; : N > N

und g, : N > N mit

- gi(paarcod(x;,x5)) = x; (i=1,2)

- paarcod(qy(2), 42(2)) = z

+ Hilfssatz: x < paarcod(x.y) , y < paarcod(x,y)
* qi(z)=pux<z[3y<z:paarcod(xy)=12]
* qa(z)=pny<z[3x<z:paarcod(xy)=1z]
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p-rekursive Funktionen (1)

+ Definition: Die Klasse der y-rekursiven
Funktionen wird induktiv definiert durch:

- Basisfunktionen sind die primitiv-rekursiven
Basisfunktionen.

- Die Klasse ist abgeschlossen unter Komposition,
primitiver Rekursion und Anwendung des
(unbeschrdnkten) y-Operators.

« Satz: Die Klasse der p-rekursiven Funktionen ist
identisch mit der Klasse der WHILE-
berechenbaren Funktionen.

nder-Universitat Erlangen-Niirnberg

§ 10 Ackermann-Funktionen

Ackermann-Funktion ack: N7 -= N
1 wenn x =0
ack(x, ) = ack(x— 1. 1) wenn x> 0 und y =0
ack(x— 1. ack(e. y— 1)) sonst (also x >0 und y > 0}

Ackermannfunktion a: N2 = N
1 wenn x = 0 oder y =0

3y=1 wenn x = 1 (und y > 0)
@30 = 4 G0 — 1, alx-1,...a(x-1,5)...)
e st (also =B und ¥ > 0 )
v mal ‘a(x-1.°

Beispiel: a(2,3) = a(1,a(1,a(1,3))) = a(1,a(1,10)) = a(1,31) =
Bemerkung: ack und a sind total und intuitiv berechenbar.

+ Lemma: Fiir jedes LOOP-Programm P, das nur die Variablen xq, ..., X,
benutzt, gibt es ein k EN mit fy(n) < a(k, n) fiir alle n > k.
- Dabei ist fy(n) die maximale Summe der Endwerte in Xy, ..., X, fiir
Berechnungen von P mit Anfangswerten, deren Summe héchstens n ist.
+ Satz: ack und a sind nicht LOOP-berechenbar (also auch nicht
primitiv-rekursiv).

exander-Universitat Erlangen-Nirnk
Einfuhrung in die Theoretische

Simulation von Stapeln durch WHILE-
Programme

x,] entsprechen endliche Folgen iiber N, also N* .
¢ = (X3, X, = paarcod(xy, ;) + 1)) : N2 > N
c=(z—>q(zs 1)):N>N (i=1,2)

cod(stack) = st
cod(/x,...x.]) = c(xy, c( ..., (X, 0)...)

G
e

resulti=c, (s‘r) st = ¢, (st)

exander-Universitat Erl
Einfahrung in die Tt

p-rekursive Funktionen (2)

+ Satz (Kleene-Normalform): Fiir jede p-rekursive
Funktion f : Nk > N gibt es zwei primitiv-
rekursive Funktionen p : Nk*1 > N | q:Nk*1 > N
mit
- Vx e Nk f(x) = p(x, (1 9)(x))

Beweis-Skizze: Einmalige Anwendung von WHILE liefert
eine Anwendung des (-Operators.

IFriedrich-Alexander-Univer
Horst Maller: Einfahrun,

WHILE-Programm mit Stapeloperationen fiir
die Ackermannfunktion a

INPUT(x, y); (* Eingabe der Argumente x =a,y = b *)
INIT(stack); (* Erzeuge leeren Stapel: stack = [1*)
PUSH(x, stack) (* stack = [a] *) ; PUSH(y, stack) (* stack = [b, a] *);
WHILE size(stack) # 1 DO

(*stack= [x,,....x,] entspricht a(x,,....a(x,., x,)...) *)

y := POP(stack) (* y = x, *) ; x := POP(stack) (* x = X, *) ;

IF (x = 0) OR (y = 0) THEN PUSH(1, stack)

ELSE IF x=1 THEN PUSH(3*y+1, stack)
(* stack = [a(x,.;, Xi), X4 z1-s XJ)] )
ELSE LOOP y DO PUSH(x-1, stack) END;
PUSH(y, stack) (* stack = [y, x-1,..., x-1, x, x,)] entspricht
a(xy,...,a(Xy. o, a(x-1, a(x-1,... a(x-1, y)...) % alx., X)) *)

END:; result := POP(stack); OUTPUT(result)

IFriedrich-Alexander-Universitat en-Niirnberg
Horst Muller: Einfahrung in die Theoretische Informatik 2

§ 11 Halteproblem,
(Un-)Entscheidbarkeit, Reduktion

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen
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(semi-)entscheidbar Beispiele entscheidbarer Mengen

* 6=N: M, = Menge aller Primzahlen

« 6=3*: M, = L(6ram) mit kontextfreier
Grammatik Gram (Wortproblem)

- 6=N2: M3={(x,y) | x<y} (Kleiner-Relation)

+ Anmerkung: M; und M; sind sogar primitiv-
rekursiv.

Charakteristische Funktion (M c G) halbe charakteristische Funktion”

1 wenn yeM L | wenn  xe M
Iy =y oo
e M undefiniert  wemn  xe M

) =
Ty 0 wenn

+ Definition:
+ M ist entscheidbar, wenn y, berechenbar ist.
+ M ist semi-entscheidbar, wenn y'y, berechenbar ist.

Form von Entscheidungsproblemen

* Gegeben: Form der Argumente x; Beschreibung

der Grundmenge G

entscheidbar - semi-entscheidbar(1)

- Bemerkung: Jede entscheidbare Menge ist semi-
entscheidbar.

+ Satz: Die Klasse der

- Entscheide: eigenschaft E(x) ; Beschreibung der
Menge M={x e G | E(x)}

- Beispiel: (Schnitt-Problem fiir Grammatiken)
- Gegeben: Paar von Grammtiken (6;, 6,) eines Typs i
- Entscheide: L(6;) n L(6,) = &

entscheidbar - semi-entscheidbar(2) rekursiv-aufzdhlbar

+ Definition: M ist rekursiv-aufzahlbar, wenn M = &
oder M Bildmenge einer totalen p-rekursiven
Jay Funktion ist.

entscheidbaren Mengen
ist abgeschlossen unter
Durchschnitt, Vereinigung

ntscheidungsverfahren fiir
M

und Komplementbildung.

+ Satz: M ist entscheidbar
genau dann, wenn sowohl M
als auch (6 - M) semi-
entscheidbar sind.

+ Satz: Eine Menge M c N ist genau dann rekursiv-
aufzdhlbar, wenn sie semi-entscheidbar ist.

+ Satz: Die Bildmenge { f(x) | x € dom(f) } einer
(partiellen) berechenbaren Funktion f ist semi-
entscheidbar/rekursiv-aufzdhlbar.
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Charakterisierungen von Typ-0-Sprachen

 Satz: Fiir Sprachen L sind folgende Aussagen
dquivalent:
- L ist semi-entscheidbar,

L ist rekursiv-aufzdhlbar,

L ist Typ-0-Sprache,

L wird durch eine Turingmaschine akzeptiert,

L ist Definitionsbereich einer p-rekursiven Funktion,

L ist Bildmenge einer (partiellen) p-rekursiven Funktion

Godelnummer, M, o,

« Godelnummer(M) = g <--> cod(M) = bin(g)

- Definition: Jedem w € {0, 1}* wird eine
Turingmaschine M,, zugeordnet. Ist w = cod(M) so
ist M, = M, sonst ist M, eine fest gewdhlte
Turingmaschine MO.

- Definition: Mit ¢, : {0, 1}* > {0, 1}* wird die von
M,, berechnete Wortfunktion bezeichnet

Selbstanwendbarkeitsproblem

+ Selbstanwendbarkeitsproblem:
- K:={w € {0,1}* | M, , angesetzt auf w, terminiert}

+ Satz: K ist unentscheidbar.

+ Beweisskizze: Angenommen, K sei entscheidbar mit
Turingmaschine MK. Konstruiere M' mit cod(M") = w' :

Priife auf ,0" a

nein

Start MK Hal+

Wort-Codierung (Godelisierung) von Turing-
Maschinen

+ 0.B.d.A. sei M eine Turing-Maschine mit Z = {z,,...,.z,}, T = { aq,....a,}

mit ay=[],0,=0,a,=1,a; = # und Startzustand s = z,

+ Codierung der Kopfbewegungen: ro =L, r;=R,r, =N
+ Codierung von Zahlen-tupeln:

= cods( Xy, ... , X,)= # # bin(x;) #..# bin(x,)

+ Codierung von &: cod; (3) = Konkatenation aller cod; (i, j, i', j', m) mit

8(z;.0))=(z, a;, ryy)

+ Codierung von E = { z,,,..., 2, }: cod3(E) := cod; (e,
- Codierung der Turing-Maschine M iber {0, 1, #}:

- cod;(M) := cod3(E) cod,(3)

+  Codlierung der Turing-Maschine M iber {0,1}: cod(M) := cod,(cod;(M))
+ mit cod, (0) = 00, cod,(1) = 01, cod,(#)=11,

cody(Xq ... Xp,) = cody(Xy) ... cod,(X,)

Beispiel: Godelisierung der TM fiir die
Nachfolgerfunktion

i@ gy Rl

- cody(54) = cods(1, 1, 2, 2, 0) = ##1#1#10#10#0
+ cody(8) = cods(51) ... cods(54) ... cods(59)

= #H# . HAIHIHIORI0#0HH .. #H#10H0H#1IHOH]

- cod(E) = ##11
cocody(TM) = ##1 1 ## . #HIBIHIORIOHORH  #H#10#0# 11 #0#
+ cod(TM) = 111101011111

IFriedrich-Alexander-Universitét Erla
Horst Ml

11110100110011010111001101

Reduktion

- Definition: Seien A, B Sprachen iiber X. A heift

auf B reduzierbar (kurz: A < B) genau dann, wenn
es eine totale berechenbare Funktion f: *> =*
gibt, so dass fiir alle x € =* gilt:

xeAof(x)eB

+ Satz: Ist A auf B reduzierbar, so gilt:

- Ist B entscheidbar, so ist auch A entscheidbar.

- Ist B semi-entscheidbar, so ist auch A semi-
entscheidbar.

- Folgerung: Ist A unentscheidbar und auf B

Fir allew € {0,1}* :
M' - angesetzt auf w - terminiert <> M,, - angesetzt auf w - terminiert nicht

reduzierbar, so ist auch B unentscheidbar.

IFriedrich-Ale
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Halteproblem

+ Definition: (allgemeines) Halteproblem:
H:={w# x | M, , angesetzt auf x, terminiert}
(w,x e {0,1}*)

- Satz: Das allgemeine Halteproblem H ist
unentscheidbar.

- Beweisskizze: Reduktion von K auf H (K <H ) mit
f=(wow#Hw): {0,1,#* > {0, 1, #*

xeAof(x)eB
weKo f(w)eH

Theorem von Rice

+ Satz: Sei R die Klasse aller Turing-
berechenbaren Funktionen und S eine nichtleere,
echte Teilmenge von R (& # S = R). Dann ist die
Sprache C(S)={w € {0, 1}* | ¢, € S}
unentscheidbar.

+ C(S) ist die Menge der Codewdrter von
Turingmaschinen, die Funktionen aus S berechnen

Universelle Turingmaschine

- Definition/Satz: Es gibt eine universelle
Turingmaschine U, die jede Turingmaschine M
simulieren kann, d.h. U berechnet eine (partielle)
Funktion f, : Z*> =* mit
- Vwe {0,1}*:VxeZ: fy(w# x) = g,x)

+ Satz: Das Halteproblem ist semi-entscheidbar.
* Folgerung: H ist eine Typ-0-Sprache, die nicht
kontextsensitiv ist.

Halteproblem auf leerem Band

+ Definition: Halteproblem auf leerem Band':

Ho :={w | M, , angesetzt auf leerem Band, terminiert}

+ Satz: H, ist unentscheidbar.
+ Beweisskizze: Reduktion von H auf Hy (H <Hp ) mit

f=(y—>ify=w# x thenw'else cod(M,) fi): {0, 1, #}* > {0, I, #}*
(w, x € {0,1}*), wobei
- w' = cod(M") Codewort einer Turingmaschine M' ist, die folgendes
leistet: M schreibt zundchst x auf das (zu Beginn leere) Band und
verhdlt sich anschliefend wie M,, (angesetzt auf x)
- M, eine Turingmaschine ist, die fiir keine Eingabe terminiert

Anwendungen des Theorems von Rice

1. S={Q} (dom(Q)= D) Es ist unentscheidbar, ob eine
Turingmaschine fiir keine Eingabe terminiert.

2. Das Aquivalenz-Problem fiir Turingmaschinen
A={u#v|¢,=0¢,}ist unentscheidbar, da
C{Q})<Amitfw)=w# oundQ=0,

3. Es ist unentscheidbar, ob eine Turingmaschine fiir alle

Eingaben das gleiche Resultat liefert.

- S={f|Vuve {0, 1}*: fu)=f(v)}

- C(S) = Menge der Codewdrter von Turingmaschinen, die
konstante Funktionen berechnen

4. Es ist unentscheidbar, ob die von einer Turingmaschine

berechnete Funktion primitiv-rekursiv ist.

IFriedrich-Alexander-Ur

§ 12 Post'sches Korrespondenzproblem
(PCP) und Entscheidungsprobleme fiir
Sprachen-Klassen

Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-
Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrafl3e 3 ¢ 91058 Erlangen
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Post'sches Korrespondenz-Problem

- Definition: Post'sches Korrespondenz-System (PCS):
() li=1,,k) i yi €2°)
+ Definition: (iy,...,i,) ist Losung von PCS <>
n 21 A Xig..Xip = Yig.Yin

+ Definition: Post'sches Korrespondenz-Problem (PCP):

- Gegeben: PCS

- Entscheide: PCS hat eine Lésung
+ Beispiel: PCS = ((1, 101), (10, 00), (011, 11) ) hat ( 1,3,2,3 ) als Lésung,

denn

x1x3x2x3:1§1|\10|0 11
=101]1 1|0\0‘11=Y1Y3Y2Y3

+ Satz: PCP ist nicht entscheidbar, aber semi-entscheidbar.

Reduktion des Halteproblems auf MPCP(1)

Terminierende Berechnung mit Turingmaschine TM fiir Eingabe w € I*:

sw[] = kg . Ki=uzov f—uz's'v=ky,; .., k,= ueov

x:#H#sw[] #. .HuzovH#. Huecv#. He#H#

y: # #sw[l#. _ HuzovH#HuzZsvH#. Hueocv#. HeH##

Definition des PCS: .
Kopieren: (o, 0) (o = I U {#)) 1. Paar: (#, # #sw [])

Uberfiihrung: (z 5, z ') , wenn 3(z, 6) = (z, o', N)
(zob,c'z'b), (zc#,5' 2 []#) ,wennd(z,0) = (z,c,R) (b ET,bz#)
#zo,#2[]o),(bzo,z2bc"),wennd(z,0)=(z,c,L)(b ET,bz#)
Loschen: (ce,e),(ec,e)(c € T, e € E) AbschluB: (e # #, #) (e € E)

Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

1)

- Definition: Schnitt-Problem fiir kontextfreie
Grammatiken (SchnittKF):

- Gegeben: Paar von kontextfreien Grammtiken (G,, 6,)
- Entscheide: L(6;) N L(6,) = &

- Satz: Das Schnittproblem fiir kontextfreie
Grammatiken ist unentscheidbar.

- Beweisskizze: Reduktion von PCP auf das
Komplement von SchnittKF. Zu (6,, 6,) wird ein
PCS konstruiert mit:

- PCS hat eine Losung <> L(6;) N L(G,) » D

Unentscheidbarkeit von PCP

- Beweisskizze:
- Definition: Modifiziertes PCP (MPCP):
- Gegeben: PCS
+ Entscheide: PCS hat eine Losung mit iy = 1
- Lemma 1: MPCP < PCP
- Lemma 2: H < MPCP
- Beweis von Lemma 2 durch Konstruktion eines PCS =
f(M, w) fiir eine beliebige Turingmaschine M und ein
beliebiges Eingabewort w mit
* M, angesetzt auf w, terminiert <> PCS hat eine Losung mit i; = 1

Reduktion des Halteproblems auf MPCP(2)

Terminierende Berechnung mit Turingmaschine TM fiir Eingabe w = Z*:
swl=kyl- .- k=uvzavi k.. kg=vea v
(wovu.vielM*aa elze Z; s Startzustand: e = E)

viEFEsw]#
Definition des PCS:
Weitere Paare (Regeln)
Kopieren (a a)
Uberfilhrung:  (za, z' a%)
(zab.a'z'b). (za# a" z' []#)

#FHEEsw[]

fae Tw{#}h

Lwenn 8z a)=(z'.a" . N)

Lwenndz. a)=(z.a" Ri(be Ib=#
(#Fza#z'[Ja).(bzaz ba’) .wemn iz a)=(z'.a". L) (beb=%

Léschen: {ae e)(ea e (aclecE)

Abschluf: (e#s & (e E)

Schnittproblem fiir kontextfreie Grammatiken

(2)

« SeiPCS=((x;,y)li=1,.,k)(x.y €{0, 1)
+ Konstruktionvon 6;,6,: £:={0, 1, .., a; }
*P={S>qS]xli=1 ..k}
* Pi={S>q[Slyili=1, ..k}
- L6 ={aq ..a,x,.x |n>0}
in -+ Gig Yig Y, In>0}
* PCS hat Losung ( iy,...,i, » genau dann, wenn
TG G XX E GG Y Y € LG N L(GY)
+ Bemerkung: L(G;) und L(6G,) sind sogar
deterministisch-kontextfrei.

IFriedrich-Alexander-Universit; E

Horst Ml
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Weitere (Un-)Entscheidbarkeitssdtze

* Satz: Das Schnittproblem fiir deterministisch-
kontextfreie Sprachen (gegeben durch det.
Kellerautomaten) ist unentscheidbar.

- Satz: Das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie
Grammatiken ist unentscheidbar.

+ Satz(Senizergues, 1997): Das
Aquivalenzproblem fiir deterministisch-
kontextfreie Sprachen (gegeben durch deft.
Kellerautomaten) ist entscheidbar.

+ Satz: Das Leerheitsproblem fiir kontextsensitive
Grammatiken ist unentscheidbar.

rsitat Erlangen-

Vertiefungs-Hinweise

* http://www3.informatik.uni-
erlangen.de/Lehre/PerlenTheoInf/Domino-
Problem/Skript.html

* http://www3.informatik.uni-
erlangen.de/Lehre/PerlenTheoInf/Domino-
Problem/Domino-Literatur.txt

Kurzfassung (2)

+ Zwei Dominos diirfen aneinandergelegt werden,
wenn die aneinander stoenden Teildreiecke
gleich gefarbt sind. Die Dominos haben
achsenparallele Kanten und diirfen nicht gedreht
werden.

+ Das (uneingeschrankte) Domino-Problem fragt
nach der Existenz einer Parkettierung
(ltickenlosen Belegung) der gesamten Ebene.

§ 13 Domino-Probleme

Horst Miiller

I Friedrich-Alexander-Universitat Erlangen-

Nirnberg

Institut fir Informatik
Martensstrale 3 ¢ 91058 Erlangen

Kurzfassung (1)

+ Das Domino-Problem ist

ein besonders
anschauliches Beispiel
eines unentscheidbaren
Problems. Dabei sind
Dominos quadratische
Spiel-Steine, die durch die
Diagonalen in vier
gefdrbte Teilfldchen
(rechtwinklig-
gleichschenklige Dreiecke)
zerlegt sind.

IFriedrich-Alexander-Universitat Erlangen-!
Horst Muller: Einfihrung in die Theoretis \formatik 2 , SS 2004

Pass-Bedingung
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(Uneingeschrdnktes) Domino-Problem Beispiel Domino-Menge, Parkett

E—1
+ Gegeben: Eine endliche Menge D von Dominotypen ° D -
(farbe_nord, farbe_west, farbe_siid, farbe_ost). = ! P ’

- Entscheide: Es gibt eine (zuldssige) Parkettierung, d. h. eine
Funktion parkett: integer x integer -> D.

- Definition: parkett ist zuldssig <->
- Fiir alle Positionen (i, j) : parkett(i, j)und parkett(i+1, j)diirfen
aneinandergelegt werden:
«  parkett(, j).farbeOst = parkett(i+1, j).farbe West
und parkett(i, j)und parkett(i, j+1)diirfen aneinandergelegt werden

+ Satz: Das (uneingeschrdnkte) Domino-Problem ist
unentscheidbar.

Beispiel

Triviale Variante fir drehbare Dominos Varianten des Domino-Problems

+ D : endliche Domino-Menge
* Quadranten-Domino-Problem

- gegeben : D

- entscheide: Es gibt ein zuldssiges N x N-Parkett P
+ Ursprungs-Domino-Problem

- gegeben : D, Domino d, aus D

- entscheide: Es gibt ein Z x Z-Parkett P mit P(0,0) = d,
+ Ursprungs-Quadranten-Domino-Problem

- gegeben : D, Domino d, aus D

- entscheide: Es gibt ein N x N-Parkett P mit P(0,0) = d,
+ Satz: Alle drei Varianten sind unentscheidbar.
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L} IllLllJ UCTI RNCuUuuUuniiiviy Uuco 1 i lb'.ll vwiICIiio | IO
auf das Ursprungs-Quadranten-Domino-
Problem

+ Jeder Turingmaschine TM kann man eine
Domino-Menge D(TM) zuordnen, mit
deren Parketten TM-Berechnungen
simuliert werden konnen . Eine TM-
Konfiguration "u z a v" (Bandinhalt uav,
Zustand z) wird durch einen Farb-Vektor
"u(z,a) v" codiert, wobei als Farben
Bandsymbole und Paare von Zustdnden
und Bandsymbolen zuldssig sind (und eine
triviale Farbe "weif"). Jedem
Rechenschritt der TM entspricht ein
Streifen von Dominos. Eine
terminierende TM-Berechnung
entspricht dann einem Parkett auf einem
Rechteck, dessen Hahe die Anzahl der
Rechenschritte ist. Ein N x N-Parkett
gibt es nur dann, wenn die TM-
Berechnung nicht terminiert.

Periodische Parkette

Polygon-Rand-Dominos

* Statt Dominos kann man auch durch Polygone

berandete Puzzle-Teile (Fliesen) betrachten, bei
denen die Farben-Pass-Eigenschaft durch das
Passen der aneinander gelegten Teile ersetzt
wird. Diese Puzzle-Teile diirfen allerdings auch
gedreht werden.

Bemerkungen zum Unentscheidbarkeitsbeweis

+ Fir den Unentscheidbarkeitsbeweis des

uneingeschrdnkten Domino-Problems wird eine
Uberlagerung einer TM-Berechnungen
simulierenden Dominomenge D(TM) und einer
Domino-Menge D, die nur richt-periodische
Parkette besitzt, benutzt.

- Definition: Ein Z x Z-Parkett P ist periodisch,

wenn es eine Periode q € Z x Z gibt, so dass fiir
alle x e Zx Z qilt : P(x) = P(x+q)

Eine Domino-Menge, die nur nicht-periodische

Parkette hat

28
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Dieselbe Dominomenge mit
.Informationsverzierungen®
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Ausschnitt eines Parketts
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Konstruktion eines Parketts dazu
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